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RIGID PLATE 
FRAMEWORKS 
Problems concerning the rigidity of frameworks are of interest in 
many contexts, ranging from architecture and engineering (the 
design of bridges, towersand other structures) to recreational ma- 
thematics. In this paper we deal with rigidity problems that lie 
somewhere between the serious and frivolous. Their solution 
requires both constructive ingenuityas well as some knowledge of 
the theory of rigidity. 
We begin by confining ourselves to the plane, and instead of the 
more usual rods we use polygonal plates pivoted at their vertices. 
More precisely, by a plate framework we mean a set of plates, 
which are pairwise congruent regular n-gons ( n  13), such that: 
i the number of plates is finite; 
ii no two plates coincide; 
iii each vertex of every polygonal plate is a pivot; 
iv every pivot is a vertex of precisely two plates; 
v no two pivots coincide. 
'1111111. 
LES CHARPENTES 
DE PLAQUES RIGIDES 
Les problemes touchant la rigidite des charpentes suscitent 
I'interet dans divers contextes allant de I'architecture et du genie 
(la conception de ponts, de tours et d'autres structures) aux 
mathematiques recreatives. Dans cet article, nous traitons de 
problemes de rigidite qui se situent quelque part entre le serieux 
et le frivole. Leurs solutions exigent a la fois de l'i ngeniosite pour 
les constructions et une certaine connaissance de  la theorie de la 
rigidite. 
Pour commencer, nous nous limitons au plan et, au lieu des 
habituelles tiges, nous utilisons des plaques polygonales 
articulees a leurs sommets. Plus precisement, par  une charpente 
de plaques nous entendons un ensemble de plaques qui sont des 
n-gones ( n  2 3) reguliers congruents par paire, tel que : 
i le nombre de plaques est fini ; 
ii jamais deux plaques ne coincident ; 
iii chaque sommet de chaque plaque polygonale est une 
articulation ; 
iv chaque articulation est un sommet d'exactement deux 
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FIGURE 1 
Two examples of plate 
frameworks. 
la.  A non-rigid plate 
framework with 10  
regular pentagonal 
plates. 
l b .  A rigid plate 
framework with 12 
square plates. 
Deux exernples de 
charpentes de plaques 
l a .  Une charpente de 
plaques non-rigide 
constituee de 10 
plaques pentagonales 
regulieres 
l b .  Une charpente de 
plaques rigide consti- 
tuee de 12 plaques 
carrhes 
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Condition ii is introduced to exclude trivial examples, such as that 
consisting of two n-gonal plates superimposed and pivoted to- 
gether at their n vertices. Note that the plates are permitted to 
(partially) overlap. Plate frameworks formed the topic of the 
unsolved part of Advanced Problem #6367, published in the 
American MathemaficalMonfhly [2], which asked for rigid struc- 
tures of this kind. 
In Figure 1 we give two examples of plate frameworks. The first, 
which uses 2 n  n-gons (in the figure n = 5; see [2] for this con- 
struction) is not rigid; that is, the angles at which the polygons 
meet are not uniquely determined. The second, which uses 12 
squares ( n  = 4) is rigid; it is the only solution to the original prob- 
lem that was ever published [2] .  The fact that one of these frame- 
works is rigid and the other is not is far from obvious, and we invite 
plaques; 
v jamais deux articulations ne coincident. 
La condition ii est introduite afin d'exclure les exemples triviaux, 
tel que celui de la charpente constituee de deux plaques n-gonales 
superposees et articulees I'une a I'autre a leurs n sommets. 
Notons que les chevauchements (partiels) des plaques sont per- 
mis. Les charpentes de plaques constituaient le sujet de la partie 
non resolue de I'AdvancedProb/em#6367, publie dans I'Arnerican 
Mathematical Monthly [2], laquelle requerait des structures ri- 
gides de cette sorte. 
A la figure 1, nous donnons deux exemples de charpentes de 
plaques. La premiere, qui utilise 2 n  n-gones (sur la figure, n = 5 ; 
cf. [2] pour cette construction), n'est pas rigide ; c'est-a-dire que 
les angles de rencontre des polygones ne sont pas completement 
determines. La seconde, qui utilise 12 carres ( n  = 4), est rigide ; 
c'est la seule solution au probleme original qui ait jamais ete 
publiee (21. Le fait qu'une de ces charpentes soit rigide et que 
I'autre ne le soit pas est loin d'etre evident, et nous invitons le 
lecteur a se convaincre ici, ainsi qu'aux exemples a venir, de la 
justesse de nos enonces touchant la rigidite. 
Nous allons maintenant etablir un resultat surprenant, soit le 
suivant : II existe un nombre infiniment grand de charpentes de 
plaques rigides dans le plan qui utilisent comme plaques ou 
bien des triangles equilateraux ( n  3), ou bien des carres 
( n =  4). D'autre part, nous ne connaissons aucune charpente de 
plaques rigides constituee de plaques n-gonales ( n  2 5), et nous 
conjecturons qu'il n'en existe aucune. 
Pour commencer, etudions les charpentes de plaques rigides a 
plaques triangulaires. La figure 2 montre une telle charpente 
constituee de 42 plaques. Si chacune des plaques triangulaires de 
la figure 2 est remplacee par une triade de plaques comme celles 
FIGURE 2 
A rigid plate 
framework with 42 
equilateral triangular 
plates (shaded) 
FIGURE 3 
A rigid plate 
framework with 12  
square plates; it is 
different f rom the one 
shown in figure 1 b .  
Une charpente de 
plaques rigide 
constituee de 42 
plaques triangulaires 
equilaterales 
(ombrees) 
~ 
Une charpente de 
plaques rigide 
constituee de 12  
plaques carrees ; elle 
est differente de celle 
montree a la figure 1 b. 
the readerto convince himself here, and in laterexamples, that our 
statements concerning rigidity are correct. 
We now establish the following surprising result: there exist in- 
finitely many rigid plate frameworks in the plane using as plates 
either equilateral triangles ( n  3), or else squares ( n  4). On 
the other hand, we know of no rigid plate frameworks with n-gonal 
plates ( n  2 5), and we conjecture that no such plate frameworks 
exist. 
To begin with, let us consider rigid plate frameworks with triangu- 
lar plates. In Figure 2 we show such a framework with 42 plates. 
If each triangular plate in Figure 2 is replaced by a triplet of plates 
such as those in the “triangle” ABC we obtain a rigid plate frame- 
work with 3 x 42 = 126 triangular plates. This process may be 
du driangle)) ABC, on obtient une charpente de  plaques rigide a 
3 x 42 = 126 plaques triangulaires. Cette operation peut etre 
repetee n fois, n= 1, 2, . . . ,  ce qui produit une suite infinie de 
charpentes de plaques rigides a 3” x 42 plaques triangulaires. 
Ceci demontre la premiere partie de notre assertion. Les char- 
pentes qui viennent d’etre decrites ne sont pas les seules char- 
pentes de plaques, A plaques triangulaires, qu i  soient rigides : 
plusieurs autres constructions sont possibles. 
Pour les plaques carrees, nous utilisons une approche differente. 
La charpente de la figure 3 peut &re decrite com me constituee de 
12 carres construits sur les cBtes d’un polygone etoile regulier a 
12 cdtes {12/51, de sorte que chacun d’eux renferme la partie 
centrale de I’etoile. Dans un contexte different, cet  arrangement, 
ainsi que I’arrangement de carres montre a la figure l b  ont ete 
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repeated n times, n = 1, 2, ..., leading to an infinite sequence of 
rigid plate frameworks, with 3n x 42 triangular plates. Thus the first 
part of our assertion is proved. The rigid plate frameworks just 
described are not the only ones with triangular plates - many 
other constructions are possible. 
For square plates we use a different approach. The framework in 
Figure 3 may be described as consisting of 12 squares con- 
structed on the sides of a regular 12-sided star polygon {12/51, so 
that each contains the central part of the star. In a different context, 
both this and the arrangement of squares shown in Figure 1 b were 
described in [3]. 
Starting from these two frameworks, infinitely many others can be 
constructed by the process of addition described on p, 58 of [3]; 
examples of frameworks obtained in this way are shown in Figure 
4.  To add two rigid plate frameworks we place them in such a 
position that some squares of one coincide with some squares of 
the other, and then delete all the duplicated squares. If the choices 
are suitably made, the resulting collection is also rigid and is a plate 
framework because each vertex belongs to exactly two squares. In 
Figure 4a we show the result of adding two copies of the frame- 
work in Figure 1 b - here the frameworks are positioned so that 
two duplicated squares are deleted, and the resulting framework 
contains 20 square plates. In Figure 4b we show the result @f 
adding two of the frameworks shown in Figure 3.  Again two 
duplicated squares are deleted. Sometimes the process of addition 
is not possible since it leads to collections of squares that violate 
the definition of a plate framework. For example, it is not possible 
to add the framework in Figure 1 b to that in Figure 3 since this will 
lead to a point (the center of one of the external 12-gons) which is 
a vertex of four squares. However, in the case of the framework 
shown in Figure 3, any number of copies can be added and in 
some cases a few copies of the framework in Figure 1 b may also 
be included ! Thus we obtain an infinite number of rigid plate 
decrits en [3] 
A partirde ces deuxcharpentes, il est possible d’en construire une 
infinite d’autres par le procede d’addition decrit a la page 58 de 
[3] ; des exemples de charpentes obtenues de cette maniere sont 
montres a la figure 4. Pour additionner deux charpentes de 
plaque rigides, on les place dans une position telle que certains 
carres de I’une co’incident avec certains carres de I’autre, et on 
supprime alors tous les carres doubles. Si les choix sont faits 
convenablement, I’assemblage qui en resulte est rigide lui aussi et 
constitue une charpente de plaques puisque chaque sommet 
appartient a exactement deux carres. La figure 4a montre le 
resultat de I’addition de deuxcopies de la charpente de la figure 1 b; 
les charpentes y sont disposees de faQon a supprimer deux carres 
doubles, et la charpente qui en resulte renferme 20 plaques 
carrees. La figure 4b montre le resultat de I’addition de deux des 
charpentes montrees a la figure 3. lci aussi on supprime deux 
carres doubles. II est quelquefois impossible d’appliquer le 
procede d’addition parce qu’il produit des assemblages de carres 
qui violent la definition d’une charpente de plaques. Par exemple, 
il n’est pas possible d’additionner la charpente de la figure l b  a 
celle de la figure 3 puisqu’il en resulterait un point (le centre d’un 
des 12-gones externes) qui serait le sommet de quatre carres. 
Toutefois, dans le cas de lacharpente montreeala figure 3, on peut 
additionner n’importe quel nombre de copies et, dans certains cas, 
on peut aussi leur ajouter quelques copies de la charpente de la 
figure l b  ! On obtient ainsi un nombre infini de charpentes de 
plaques rigides et a plaques carrees, ce qui complete la demons- 
tration de notre assertion. 
On observera que, dans les charpentes des figures 3 et 4b, cer- 
taines paires de carres comportent des argtes qui se chevauchent 
en partie et que certaines paires ont deux sommets (et une arete) 
en commun. Ces possibilites ne sont pas exclues par la definition 
d’une charpente de plaques. Si toutefois on souhaite les eviter, il 
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frameworks with square plates, completing the proof of ourasser- 
tion. 
l twi l l  beobservedthat inthe frameworksof Figures3and4bsome 
pairs of squares have partially overlapping edges and some pairs 
share two vertices (and an edge). These possibilities are not ex- 
cluded by the definition of a plate framework. If, however, we wish 
to avoid them, then avariant of the addition procedure still enables 
one to construct an infinite number of rigid plate frameworks with 
FIGURE 4 
existe unevariante du procede d'addition qui permet quand meme 
de construire un nombre infini de charpentes de plaques rigides et 
a plaques carrees. Deux exemples particulierement symetriques, 
constitues de 28 et de 36 carres, sont montres a la figure 5. Un 
examen de ces diagrammes devrait mettre en evidence la faGon de 
construire d'autres charpentes semblables. II serai t interessant de 
caracteriser les cas ou les charpentes de plaques obtenues sont 
rigides. 
Parmi les exemples qui viennent d ' i t re decrits, ceux a plaques 
triangulaires et ceux a plaques carrees different d e faGons signi- 
ficatives. Par exemple, ceux qui impliquent des plaques triangu- 
laires ne sont rigides que lorsque les plaques sont enfermeesdans 
le  plan, alors que les charpentes qui impliquent des carres 
semblent &re rigides meme en trois dimensions. (S'il n'est pas 
tres difficile de demontrer la rigidite des charpentes des figures 1 b 
et 3 dans I'espace a trois dimensions, il ne semble pas facile de 
trouver une demonstration generale.) Aussi les charpentes de 
plaques rigides et a plaques triangulaires de nos exemples sont 
constituees de triangles qui ne se chevauchent pas. Mais, d'autre 
part, en etudiant les points extremes des enveloppes convexes, il 
est facile de montrer que dans les cas des charpentes qui utilisent 
des plaques carrees (ou, en fait, des plaques n-gonales 00 n 2 4) 
un certain chevauchement doit necessairement se produire. 
Two rigid frameworks Deux charpentes 
obtained by the rigides obtenues par le 
addition process procede d'addition 
described in the text. decrit dans le texte. 
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square plates. Two particularly symmetric examples, with 28 and 
36 squares, are shown in Figure 5.  From an examination of these 
diagrams the method of constructing other such frameworks 
should be apparent. It would be interesting to characterize the 
cases in which rigid plate frameworks are obtained. 
The examples with triangular and square plates just described dif- 
fer in significant ways. For example, those involving triangular 
5b. 
FIGURE 5 
Examples of rigid Des exemples de 
frameworks on which charpentes rigides sur 
no straight-line lesquelles aucun 
segment belongs to segment de droite 
the edges of two n'appartient aux arbtes 
different square de deux differentes 
plates. plaques carrees. 
II existe des problemes analogues dans I'espace a trois dimen- 
sions et qui utilisent la m6me definition d'une charpente de 
plaques qu'en plan. II devient alors possible de construire des 
charpentes de plaques rigides et a plaques n-gonales qui ne se 
chevauchent pas pour n = 3 ,4 ,5 ,6 ,80u  10. Pour n = 3, on choisit 
quatre faces sans ar&te commune sur un octaedre ; pour n = 4, les 
six faces carrees sur un cuboctaedre ; pour n = 5, les douze faces 
pentagonalessur un icosidodecaedre ; pour n = 6, les quatre [huit, 
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plates are only rigid when the plates are confined to the plane, but 
the frameworks involving squares seem to be rigid in three dimen- 
sions as well. (It is not very hard to prove the rigidity in 3-dimen- 
sional space of the frameworks in Figures 1 b and 3,  but a general 
proof appears elusive.) Also, our examples of rigid plate frame- 
works with triangular plates consist of triangles which do not 
overlap. On the other hand, it is easy to show, by considering the 
extreme points of the convex hull, that in the case of frameworks 
which use square plates (or, indeed, n-gonal plates with n 1 4 )  
some overlapping necessarily occurs. 
There are analogous problems in 3-dimensional space, using the 
same definition of a plate framework as in the plane. It now be- 
comes possible to construct rigid plate frameworks with non- 
overlapping n-gonal plates for n = 3 , 4 , 5 , 6 , 8  or 10. For n = 3 we 
choose four edge-disjoint faces of an octahedron; for n = 4, the six 
square faces of a cuboctahedron; for n = 5, the twelve pentagonal 
faces of an icosidodecahedron; for n = 6, the four [eight, twenty] 
hexagonal faces of a truncated tetrahedron [octahedron, icosahe- 
dron]; for n = 8, the six octagonal faces of a truncated cube; and 
for n = 10, the twelve decagonal faces of a truncated dodecahe- 
dron. (See [ l ]  for descriptions and drawings of the Archimedean 
solids mentioned above.) The rigidity of these plate frameworks 
follows from Cauchy’s famous rigidity theorem (see [5], since the 
plates by themselves provide as much rigidity as the whole set of 
faces of the polyhedron. The process of addition described above 
can be applied to these three-dimensional frameworks, and so we 
obtain an infinite number of other plate frameworks which seem 
to be rigid; some of them are not infinitesimally rigid. However, we 
do not know of any general criteria that guarantee rigidity in such 
situations. Moreover, we do not know of any rigid plate frame- 
works in three-dimensional space that use n-gonal plates for a 
value of n other than those given above (3,4,  5 , 6 , 8  and 10). 
vingt] faces hexagonales sur un tetraedre [un octaedre, un 
icosakdre] tronque ; pour n = 8, les six faces octogonales d’un 
cube tronque ; et pour n =  10, les douze faces decagonales d’un 
dodecaedre tronque. (Cf. [ l ]  pour les descriptions et les dessins 
des solides archimediens cites ci-haut.) La rigidite de ces char- 
pentes de plaques decoule du fameux theoreme de Cauchy sur la 
rigidite (cf. [5]) puisque les plaques a elles seules produisent 
autant de rigidite que I’ensemble complet des faces du polyedre. 
Le procede d’addition decrit plus haut peut &re applique a ces 
charpentesa trois dimensions, et on obtient ainsi u n  nombre infini 
d’autres charpentes de plaques qui semblent i t r e  rigides ; cer- 
taines d’entre elles ne sont pas infinitesimalement rigides. Tou- 
tefois, nous ne connaissons aucun critere general qui garantisse 
la rigidite dans de telles situations. De plus, nous ne  connaissons 
aucune charpente de plaques rigide dans I’espace a trois dimen- 
sions qui utilise des plaques n-gonales pour lesquelles lavaleurde 
n soit autre que celles donnees ci-haut (3, 4, 5, 6, 8 et 10). 
I 1  est possible d’adapter le concept de charpentes de  plaques dans 
I’espace a trois dimensions d’une autre faCon. Definissons une 
charpente desolides comme un ensemble de solides (polyedres) 
reguliers congruents deux a deux, dont deux qu elconques ne 
coincident jamais et qui sont articules a leurs sornrnets ; chaque 
sommet de chacun des solides est une articulation, et chaque 
articulation est un sommet d’exactement deux polyedres. II est 
facile d’en construire des exemples de nature triviale : a partir de 
toute charpente de plaques rigide a plaques carrees dans le plan, 
il est possible de construire une charpente de solides a cubes ; il 
suffit de disposer les cubes sur les plaques carrees. En fait, a 
I’exception de tels exemples triviaux, nous ne sommes certains de 
I’existence d’aucune autre charpente de solides rigide, mais nous 
avons deux candidates. L’une d’elles est la famille d e  cinq cubes 
inscrits dans un dodecaedre platonique (c’est-a-dire regulier et a 
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The concept of a plate frameworks can be extended to three- 
dimensional space in another way. Let us definea solid framework 
as acollection of pairwise congruent regular solids (polyhedra), no 
two of which are coincident and which are pivoted at theirvertices; 
each vertex of every one of the solids is a pivot, and every pivot is 
avertexof precisely two polyhedra. Examples of a trivial nature are 
easy to construct: from any of the rigid plate frameworks with 
square plates in the plane we can construct a solid framework with 
cubes by simply placing cubes on top of each square plate. In fact, 
apart from such trivial examples we do not know with certainty of 
any rigid plate frameworks, but we have two candidates. One is the 
family of five cubes inscribed in a Platonic (that is, regular pen- 
tagona1)dodecahedron (see,forexample, [ l ,  Figure 1671, [4,page 
361). The other candidate is the family of ten regular tetrahedra 
inscribed in the regular pentagonal dodecahedron (see, for ex- 
ample, [ l ,  Figure 1771, [6, page 451). If this second family is 
indeed rigid, then it should be possible to construct further ex- 
amples consisting of tetrahedra by using the addition process 
described above. But we have no information or results with which 
to formulate any conjectures concerning the existence of other 
kinds of non-trivial rigid solid frameworks. 
. IIIII. 
faces pentagonales) (cf., par exemple, [ l ,  figure 1671, [4, page 
361). L’autre candidate est la famille de dix tetraedres reguliers 
inscrits dans le dodecaedre rkgulier et a faces pentagonales (cf., 
parexemple, [ l  ,figure 1771, [6, page45]).Sicettesecondefamille 
etait effectivement rigide, alors il devrait etre possible de cons- 
truire d’autres exemples constitues de tetraedres en utilisant le 
procede d’addition decrit plus haut. Mais nous ne disposons 
d’aucune information ni d’aucun resultat pour formuler de quel- 
conques conjectures ayant trait a I’existence d’autres sortes de 
charpentes de solides rigides et non triviales. 
.1111l. 
